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ABSTRACT

This is the first part of a monograph 1in which a general formulation of
variational principles is presented and applied to different fields of Engi
neering and Physics. 1In this part the general formulation 1s developed in
corporating in an unified manner variational extremum and dual principles,
which have received much attention in research carried out in recent years.
This kind of principles have been used extensively in obtaining approximate
solutions to many problems, incorporated as a basic ingredient of methods

such as the finite element method.



PROLOGO

Durante los {iltimos afios, los métodos variacionales han sido importantes en
el progreso de las técnicas numéricas. En particular, la formulacidn del

método de elementos finitos (refs1 y 2) los ha utilizado ampliamente.

En México también se han utilizado bastante. Asi, en el Instituto de Inge
nieria gran nfimero de problemas de estructuras, mecinica de suelos e hidrau
lica, se han tratado empleando esa clase de resultados. Simultaneamente, el
Centro de Investigacidn en Matemdticas Aplicadas y Sistemas, ha realizado es
tudios tendientes a aclarar su fundamentacién y a sumplificar su cmpleo. Am
bas dependencias universitarias acordaron llevar a cabo un trabajo en forma
conjunta, cuya finalidad ha sido difundir en nuestro pais los resultados ob
tenidos en el ambito internacional en esta materia, complementindolos con
investigaciones que permitieran ampliar su aplicabilidad y simplificar su

formulacidn. El1 presente trabajo es el resultado de este esfuerzo, que in



tenta mostrar algunos de los progresos en métodos variacionales, en forma

accesible para quienes los utilizan en México.

El cdlculo de variaciones abarca tépicos de cardcter muy diverso, por lo que
se ha preferido no tener ninguna pretensién de exhaustividad. El tema cen
tral es la metodologia para formular problemas de interés en ingenieria y

en fisica, en términos variacionales; es decir, se considera con mayor ampli
tud la forma en que es posible obtener para cada problema un principio varia

cional equivalente y las diversas clases que existen de estos.

Er esta primera parte del trabajo, se establece la formulacidn general en que
se basa el resto del mismo. En las partes subsecuentes se resumirdn los prin
cipios variacionales que son aplicables a diversas ramas de ingenierfa y fi

sica.



1. INTRODUCCION

En esta primera parte se presenta una formulacién general de principios va
riacionales y los temas que se abordan, ilustrindolos con ejemplos en espa

cios vectoriales de dimensidon finita.

Se consideran problemas definidos en un espacio vectorial. Cuando el espa
cio es de dimensidn finita, el problema que se trata corresponde a la determi
nacién de un punto en el cual un campo vectorial alcanza un valor fijo dado.
Un principio variacional es una afimmacifn que establece que la variacidon o
gradiente de una funcién de valores reales se anula en un punto, si y solo

si el mismo es solucidn del problema.

Los fundamentos tefricos de los métodos variacionales se encuentran en el cdl
culo diferencial en espacios de Banach (ref 3), y con mayor precisidn, en los
resultados de esa teoria relativos a operadores potenciales. Las ideas bési

cas son una extensidén de las correspondientes a espacios de dimensidn finita;
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una condicién suficiente para que una ecuacién admita una formulacién varia
cional es que el operador (es decir, el campo vectorial) sea potencial, y
este es el caso si y solo si las derivadas del campo forman una matriz simé
trica. Cuando el campo vectorial no es derivable de un potencial se puede
siempre, cuando menos en principio, transformar el problema en otro equiva
lente para el cual el campo vectorial u operador si es potencial. Esta ob
servacién ha sido empleada con &xito para tratar algunos problemas de condi

ciones iniciales (refs 4 y 5).

Un principio extremal es el que establece la equivalencia entre uma ecuacion
y el hecho de que alguna funcidn alcance un valor extremo, es decir, un maxi
mo o un minimo. Cuando la funcién es diferenciable, una condicifn necesaria
para la existencia de un miximo o un minimo es que su gradiente o variacién
se anule. Esta condicién no basta para la existencia de un miximo o minimo;
sin embargo, si la matriz de las segundas derivadas es positiva, es suficien
te para garantizar un minimo, e inversamente, si esa matriz es negativa, la

condic16n es suficiente para un miximo.

A fumciones que tienen la propiedad de que en todo punto la matriz de sus se
gindas derivadas es positiva, se les llama convexas, y aquellas para las cua
les en todo punto ella es negativa se les llama céncavas. Por tanto, para
funciones convexas, todo principio variacional es un principio de minimo y

para funciones cdncavas todo principio variacional es un principio de méximo.

Fs interesante particularizar los resultados anteriores al caso en que el ope
rador o campo vectorial es lineal. Entonces la condicién de potencialidad es

equivalente a la simetria del operador. Ademds, si el operador es positivo,



el potencial del campo vectorial es convexo, y si es negativo, el potencial
es concavo. Como consecuencia, para operadores positivos se construyen prin

cipios de minimo y para operadores negativos se construyen principios de méximo.

Existe gran nimero de operadores lineales simétricos de inter@s que no son
positivos ni negativos, por lo que es deseable construir principios variacio
nales aplicables a ellos. Para el caso en que el espacio D es de dimensién
finita, el operador se caracteriza por uma matriz simétrica que tiene una ba
se de vectores propios. Sean D, el subespacio generado por los vectores pro
pios correspondientes a valores propios no negativos y D_ el subespacio gene
rado por los vectores propios correspondientes a valores propios negativos.
Entonces D_, D_ constituyen una descomposicién de D con la propiedad de que

el operador es no negativo en D,» mientras que es negativo en D_. La condicién
de que el gradiente de wma funcién se anule en D, equivale a que su componente
en D, sea cero y su componente en D_ también lo sea. Asi, la condicién de

que la variacidn se anule, se descompone en dos ecuaciones que pueden emplear
se para definir una clase de principios variacionales que se acostumbra lla
mar duales. Ellos establecen que la funcidn alcanza un valor extremo entre
los puntos que satisfacen una de las ecuaciones solo cuando se satisface la

otra.

Esta clase de principios se puede generalizar a operadores no lineales, intro
duciendo la nocién de funcidn &.i88a y es ficil derivar de ellos los principios
de Hamilton generalizados (refs 6 y 11), que tienen gran nfimero de aplicacio
nes, lo mismo que los de Lagrange (ref 11), que se pueden derivar de ellos

empleando transformadas de Legendre.
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Aunque los principios de Hamilton y los de Lagrange son bien conocidos (ref 11)
la clase mds amplia que aqui se presenta es un resultado derivado em el cur

so de wma investigacién realizada en la UNAM (vef 12). La formulacidén que

se utiliza se origind en dicho proyecto de investigacién y tiene las siguien

tes caracteristicas:

2} Se desarrolla en téminos de operadores definidos en espacios vec
toriales, en los que mo es necesario definir um producto interior o tma nor
ma. Por ello, los resultados son de mayor aplicabilidad que los obtenidos
en otras formulaciones come la presentada por Vainberg (ref 13). Esto la ha
ce adecuada para aplicaciones en mecinica y con mayor generalidad en sistemas

de ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales.

b) El esquema general es sencillo y constituye una unidad bien defini
da, debido a la introduccién de una clase de principios duales recientemente

descubierta* (ref 12).

¢} La teoria se basa en hechos matemdticos sencillos. Es de esperar
se que esto permitird que resulte accesible a un gran nimero de personas in

teresadas en sus aplicaciones.

Finalmente, conviene mencionar que la terminologia y notacitn para las diferen
tes clases de derivadas de funcionales y operadores cambia mucho con los di
ferentes autores. En este trabajo se utiliza ampliamente la presentada por
Nashed (ref 3) en su revision del tema.

+ Cuando este trabajo estaba en premsa, el autor adquirid conciencia de que
esta clase de principios duales fue formulada originalmente por Sewell, en
la publicacidn:
M. J. Sewell, The Governing Equations and Extremum Principles of Elasiicily
and Plasticity Genenated from a Single Functionaf. Parte I, J. Struct. Mech. ,
Vol 2 (1973), pp 1-32
El propio Sewell hizo algunas aplicaciones de estos principios en:
M. J. Sewell, The Governing Equations and Extremum Principles of Elasiicily
and PLlasticity Genenrated from a Single Funetional. Parte II, J. Struct. Mech.,
Vol 2 (1973), pp 1-35-158



2. NOCIONES PRELIMINARES

BEn este capitulo se introducirin las nociones matemiticas que servirin de
base para el desarrollo dc la teoria general de los principios variaciona

les.

2.1 Espacios vectoriales

Se consideran exclusivamente espacios vectoriales en los que los escalares
son nimeros reales. Por tanto, la situacién mds generalizada en que los
coeficientes son elementos de un campo algebraico arbitrario no se discute

aqui, dado que carece de interés para los propdsitos del presente estudio.
2.1.1 Definicitn

Un espacio vectorial D es un conjunto de elementos en que se han definido
dos operaciones: de suma, que asocia con cada pareja de vectores X, yeD

un vector x + yeD y la de multiplicacién por un escalar que asocia con
cada vector xeD y con cada escalar a un vector ax. El conjunto D y las

operaciones satisfacen los siguientes postulados:
1. x+y=y+x (Ley conmutativa)
2. (x+y)+z=x+(y+ z) (Ley asociativa)

3. Hay un vector nulo 6 en D tal que x + 8 = x para toda x de D

L, a{x +vy) = ax + ay
(Leyes distributivas)

ax + bx

5. (a + b}x



6. {ab)x = a(bx) (Ley asociativa)

Frecuentemente se empleara el mismo simbolo para el vector nulo 6, que para
el cero de los nimeros reales. En muchos casos este uso no da lugar a ambi
gliedad, ya que el contexto indica a cu2l de los dos se hace referencia, pero

cuando ocurra se procurarid ser mas explicito.

Se supone que el lector tiene alguna familiaridad con los espacios vectoria
les. Sin embargo, a continuacidn se presentan algunas de sus propiedades mis

fundamentales.

En cualquier espacio vectorial:

]
N

1. x+y=x+ 2z implicay

2, ax=ayy a# 0 implica x =y

(Leyes de cancelacién)
3. ax = bx y x # 8 implica a = b
4, (a - b)x = ax - bx

(Leyes distributivas)
5. alx - y) = ax - ay
6. ab =6

Ejemplo 1. Tal vez el ejemplo mas sencillo de un espacio vectorial es el
conjunto de los nfimeros reales. El mismo constituye un espacio vectorial
si la suma se toma en forma ordinaria y el producto por un escalar como la
multiplicacifn usual entre reales. En tal caso, el vector nulo es el cero.
Es facil comprobar que los postulados 1 a 7 se satisfacen. A este espacio

vectorial se le 1lama la 1fnea real y se le denota por R'.



Ejemplo 2. Otro ejemplo de espacio vectorial es el 1llamado espacio carte
siano n-dimensional de coordenadas reales, que se suele representar por

R

Los vectores en este espacio son sucesiones (eneadas ordenadas) de n
niimeros reales, por lo que cada vector tiene la forma x = (x;, xz,...,xn).
Al nimero real xk(k = 1,...,n) se le denomina el k-ésimo componente del vec
tor x. Dos vectores son iguales si y solo si cada uno de sus componentes
son iguales. El vector nulo se define como la eneada (0, 0,...,0). Si

x = (X1, xz,...,xn) vy = {yi, yz,...,yn), el vector x + Yy se define como
la eneada cuyo componente k-&simo es X Y- El vector ax, donde & es um
escalar, es la eneada cuyo k-&simo componente es aEk. Las operaciones de
suma y multiplicacién asi definidas satisfacen los postulados de la defini
c16n de un espacio vectorial, y se puede comprobar verificando la igualdad

componente por componente. Por ejemplo, x + 8 = x se satisface porque

X, + 0= X, » para cada k=1, 2,...,n.

Ejemplo 3. Sea G un conjunto cualquiera. La coleccién de todas las funcio
nes de valores reales definidas en G forma un espacio vectorial. Si xvy vy
son dos funciones, se consideran idénticas si y solo si x(t) = y(t) para to
dos los elementos teG.  El vector nulo es la funcidn idénticamente cero.
La suma y multiplicacién por un escalar se definen en la forma habitual para

funciones, es decir, {x + y) (t) = x(t) + y{t) y (ax} (t) = ax(t).

Conviene observar que el ejemplo 3 es de gran generalidad, ya que abarca gran
nmero de situaciones de interés en aplicaciones, El conjunto G puede ser un
intervalo a, b de la 1inea real o una regitn del plano, o con mayor genera
lidad del espacio euclideano n-dimensional E". Muchos problemas de medios
continuos, difusién, transporte y, &n general, de ecuaciones en derivadas par
ciales, se plantean en espacios vectoriales que son casos particulares del

ejemplo 3.



|
2.1.2 Definicién |
i
|

A un subconjunto no vacio E de un espacio vectorial D se le llama subespa
cio de D , si E es un espacio vectorial con respecto a las mismas operacio

nes que D.

Ejemplo 4. Sea D la coleccidn de todas las funciones definidas en un inter
valo a, b con valores reales. De acuerdo con el ejemplo 3, D es un espa
cio vectorial. Sea E el conjunto de las funciones continuas definidas en
a, b . En tal caso, E es un subconjunto de D. Ademds, se puede comprobar
que E satisface los siete postulados que definen un espacio vectorial. Por

lo mismo, E es un subespacio de D.

Los subespacios de un espacio vectorial se caracterizan por una propiedad
sencilla. Este hecho tiene importancia practica, ya que para determinar si
un subconjunto de un espacio vectorial es subespacio, basta determinar si

posee dicha propiedad, la cual se emmcia a continuacién.

2.1.3 Teorema

Un subconjunto no vacio E de un espacio vectorial D, es um subespacio si y
solo si ax + by estd en E, siempre que x y y estdn en E, y que a, b son rea

les.

Demostracidn. Basta comprobar que E satisface los siete postulados de espa

cio vectorial, si y solo si E tiene la propiedad enunciada en el teorema.

Ejemplo 5. Tome D como en el ejemplo 4 y sea E el conjunto de las funciones

de D que tienen primera derivada continua. Entonces E forma un subespacio



de D, porque si f y g tienen derivada continua, af + bg también la tienen.

Ejemplo 6. En vez de tomar E como en el ejemplo anterior, témese como el
conjunto de las funciones de D que se anulan en el extremo inferior del in
tervalo [a, b]. Entonces E forma un subespacio de D, porque si f(a) =0 y

g(a) = 0,entonces af({a) + bg{a) = 0.

El ejemplo 6 es un caso particular de wna situacién mds generalizada, aplica
ble a una clase de condiciones iniciales o de frontera, 1lamadas homogéneas,

que satisfacen la propiedad del teorema 2.1.3.

Ejemplo 7. Para ilustrar esta clase de condiciones de frontera, considérese
una region G del plano, limitada por uma curva cerrada B. Se descompone B en
dos partes ajemas, B; y B,. Sea D el conjunto de todas las funciones que tie
nen primeras derivadas continuas en la cerradura de G y sea E el conjunto

de las funciones que satisfacen:

u(§) = 0, en B (2.1.1a)
Au
Ty (5) 0, en B, (2.1.1b)

Entonces D es un espacio vectorial y E un subespacio de D.

2.2 Suma y producto cartesiano de espacios vectoriales

Las operaciones que se mencionan a continuacidn desempefian un papel importan

te en la formulacidn de principios variacionales,
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2.2.1 Definicifn

Dados dos subespacios Dy y Dz de D, la suma Dy + D2 se define como el conjun

to de elementos de 1la forma x + y con xeD; y yeDs.

Ejemplo 8. Sea D el conjunto de las funciones reales definidas en el inter
valo [-—1 s l] . Obsérvese que de acuerdo con el ejemplo 3, D es un espacio 1i
neal. Témese el subespacio Dy como la coleccidn de funciones f con la propie

dad de que

f{r) = (-t (2.2.12)

y D como Ia coleccién de funciones f, con la propiedad de que

f(t) = -fF(-t) (2.2.1b)

A las finciones que satisfacen la propiedad 2.2.1a se les llama simétricas
y a las que satisfacen la 2.2.1b antisimétricas. La coleccifén D, de funcio
nes simétricas es efectivamente un subespacio de D1, ya que es ficil compro
bar que D; tiene la propiedad enumciada en el teorema 2.1.3. En forma seme
jante se ve que D2 también es subespacio. En este caso, la suma D, + D2 es
el espacio total D. Para comprobarlo obsérvese que dada cualquier funcidn

u de D, se pueden definir dos funciones u, yu, por las ecuaciones

[ute) +u(-0)] (2.2.2a)

r|—

us(t) =
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u&)=l®&)-ﬂ-ﬂ] (2.2.2b)
a 2

Entonces u_ es simétrica mientras que u, €s antisimétrica. Ademds, dada
cualquier u de D.

Uu=u_ +u (2.2.3)

2.2.2 Definicifn

Se dice que dos subespacios D;, D, de D constituyen una descomposicién de

D, si todo elemento xeD se puede escribir como
X = X1 + Xg (2.2.!4)

con x,eD; Y X2eD,, ¥ la representacidn 2.2.4 es {mica.

Ejemplo 9. Los subespacios Dy y Dz del ejemplo 8, formados por las f[uncio
nes simétricas y antisimétricas, constituyen una descomposicidn del espacio
D, de las funciones definidas en ¢l intervalo [-1, 1]. Para probarlo basta

demostrar que la representacidn 2.2.3 es finica.

[n efecto, st

ult) = uy(e) +uy(t) (2.2.5a)

con u;eD; ¥ u,eD:, entonces

u(-t) = ui(t) - ua(t) (2.2.5b}
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E] sistema de ecs 2.2.5 implica que u, y u, estdn dadas,respectivamente, por

las ecs 2.2.2a y b.
2.2.3 Definicifn

Dados dos espacios lineales D; y Dz, Se€ define um espacio lineal D =Dy, x D,

de 1a manera siguiente:

i) D= {(x1, x2) | x1€D1, X2€D3}

i) SiasRl, x = (x1, x2) Yy y = (y1, v2)
entonces

{x1 + Y1, X2 + ¥2) (2.2.6a)

X +y

ax = (axy, axz) (2.2.6b)

Al espacio asi definido se le llama producto cartesiano de D1 ¥y Dz, ¥ se le
representard por Dy x D». Es facil comprobar que es un espacio lineal.

Si D;, Do v D3 son espacios lineales, se tiene:

(D1 X Dz) X D3 = D1 X (Dz X Da) (2.2.7)

Es decir, la operacién producto entre espacios es asociativa. Por lo mismo,
si Di, Dz,...,Dn son n espacios lineales se escribird Dy x sz...an para
el espacio que se obtiene al efectuar el producto sucesivo de cada uno de

ellos.

Considérese el espacio D = Dy x Dp. Definase

B1 ={(x1, 0) | x1eD1} (2.2.8)
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Ea)
donde 0eD, es ¢l cero de dicho espacio lincal. Entonces D,<D es subespacio

de D 1somorfo a D;. Por ello, D, se identificard con D, y se escribird D;<D.

[n forma semejante se sumergirid el espacio D, en D.

Se adoptara la notacidn

D

Dx...xD (2.2.9)

n términos

2.3 Operadones y guncionales

2.3.1 Definicién

Sean D y D' dos espacios lineales. Se llama operador a cualquicr correspon

dencia
P: D=~ D! (2.3.1)

que a cada elemento xeD le asigna un elemento P(x)eD'.

Ya que R' es un espacio lineal, esta definicidn es aplicable en particular

si D' = R!, ©In este caso se le llama functonal al operador P.

S1 una funcidén L es tal que

L{ax + by} = aL{x) + bL(y) (2.3.2)

Para toda x,yeD y a,beR!, se dice que la funcién operador L es lineal y
sus valores se representarin por Lx. En particular, cuando L es una funcional,

sc hablari de una funcional linecal,
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2.3.2 Definicidn

Sea D un espacio lineal y

a : Dn -+ R}

una funcional. Si a(x;, xz,...,xn) es lineal en cada uno de sus argumentos
cuando los demds se mantienen fijos, se dice que ¢ es n-lineal en D. A esta

clase de funcionales se les 1lama multilineales.

En tal caso, sus valores a(xl,...,xn) correspondientes a cada eneada (xl""’xn)

de elementos de D serdn representados por <a, x;, xz,...,xn>, es decir

<o, xls-'-!xn> = a(xl""’xn) (2-3-3)

A 1a coleccién de las funcionales n-lineales en D, se les representari por

n*

D Cuando n = 1, se obtiene la coleccitn de las funcionales lineales con do

minio en D, la cual se denotarid por D*. Ademds, se define D°* por

D°* = R? (2.3.4)

- n* . . - . ..
Si o, BeD (es decir, si a,B son fumcionales n-lineales con dominio en D)

es comim definir o + B8 por

{@ + BY(x) = alx) + B{x) (2.3.5)

para cada xed". Para cada real acR', se define la fimcional n-lineal ac por

(@} (x) = ala ] (2.3.6)
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. n* . .
para cada xeb. Con respecto a estas operaciones, D° forma un espacio 1i

. . +
neal. En particular a D* se le conoce como espacio dual .

Ejemplo 10. Sea D = Rn, entonces D* es la coleccidn de todas las funciona

les lineales o cuyos valores en cada xeR” estén dados por

<0, X» = a1x; +...+ ax

nn
donde X1yeeepX  SON los componentes de X, Y@i,...,a €5 Una coleccidn de
nimeros reales que caracteriza la funcional a. Obsérvese que en este caso

. . n
el espacio dual D* es isomorfo a R.

2.4 Openradones con valores en funcionales

n: . . . s s -
Ya que D forma un espacio lineal, las definiciones anteriores son aplica

bles a operadores:
P:D~p" (2.4.1)

Operadores de este tipo, cuyos valores son funcionales, desempefiardn un papel

central en la teoria de principios variacionales que aqui se presenta.

Obsérvese que cuando n =1 para cada x, yeD, <P(x), y> es un real. De hecho
<P(x), y> define una funcional en D? que es lineal en y. Inversamente,
cada funcional con dominio D? gue es lineal en su segundo argumento, define

un operador P del tipo 2.4.1 cuando los valores de la funcional se interpretan

+ Sin embargo, muchos autores a las funcionales del espacio dual les exigen
ser ademds continuas, cosa que no hacemos en este trabajo.
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como los valores de <P(x), y>. En particular, si P = L es lineal, <Lx, y>
define wna funcional bilineal. Considerando esta observacitn, toda funcional

bilineal define un operador lineal con dominio en D y con valores en D*.

hado un operador lineal
L : Db~ D" (2.4.2)
se define el operador adjunto por la relacidn

<L*, y> = <y, x> (2.4.3)

Ya que el segundo micmbro de la relacién 2.4.3 es una funcional bilineal en D,

entonces
ots Lo

L* : D> D" (2.4.5)

Para operadores con valores en funcionales es posible introducir la nocién

de continuidad.

2.4.1 Definicifn

Sea

P:D=+0D (2.4.5)
Se dice que P es bidimensionalmente continuo en xeD, si para cada

Yy 2, El:-'-)EnED

1a funcitn F de las variables reales £, n, definidas por

F(g, n)= P<(x + &y + nz), E1y...,8 > (2.4.6)
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es continua en £ =n =0
2.5 Digerencial o derlvada de un operadon

Sea D un espacio lineal y P um operador

P.D>D (2.5.1)

Para x, vy, El,...,EnED considérese la funcidn F de variable real t, definida

por

F(t) = <P(x + ty), S PRREIN R (2.5.2)

Dada xeD, si la derivada F'(0) existe para cada vy, El,...,gnsD,es necesaria
mente lineal en 51""£|1’ por lo que se puede escribir

F.(O) = <VP(X: Y)s EI!'-')gn> (2-5-3)

donde VP(x, y)eDnh. Sin embargo, F'{0) no siempre es lineal en y. C(uando

F'(0) es lineal en y, se puede escribir

Fl(o) = <Pl(x)s Yo Eln---’gn> (Z-S-A)

donde P'(x)sD(n+'!h

2.5.1 Definicitn

(n+] *

Dada xeD, s1 una funcional lineal P(x)eD )existe tal que con la definicidn
2.5.2 1a ec 2.5.4 se cumple para toda vy, El,...,EnED, entonces se dice que la

derivada de P existe en x. P'(x) se Ilama derivada o diferecncial® de P.

* A la derivada o diferencial empleada en este trabajo se 1lama habitualmentc
(ref 3) variacidn aditiva de Gateaux.
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Con (recuencia se usard la notacidn

T (x) = P! (x)

(2.5.5)

Ejempio 11. Sea D el espacio de funciones treales definidas en el intervalo

[0, l], con segunda derivada continua. Definase
Q:D=+D* =R!
por
2

1
Q) = - l—fj—ig-::—dx +u(Nut(1) = u(o)u'(0)
0

Por otra parte, sea el operador

definido por
1
<Lu, v> =f d(x)vix)dx + a(1)v' (1) - u(0}v'(0)
0

entonces

uR'(w) = Lu

{2.5.6a)

(2.5.6b)

(2.5.7a)

(2.5.7b)

(2.5.8)

Ejempio 12. Sea D el espacio de funciones reales definidas en el intervalo

[0,1], con primera derivada continua. Definase
Q:D-p** =R

por

1
Qu) = % f u' {1 - tu(r)dT + 15 u{0)u (1}
)

(2.5.9a)

(2.5.9b)
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Por otra parte, sea el operador

L : D= D" (2.5.10a)
definido por
1
<w,v>=fl4hhdl-TMT+u(MVh) (2.5.10b)
(]
entonces
Q'(u) = Lu (2.5.11)

S1 los espacios lineales D;, D, son una descomposicién de D, para cada elemen

to yeD existen y,eD; Yy y.eD2, tales que

Y = vy1 + ¥z (2.5.12)

Por otra parte, si la derivada de P existe en xeD, la ec 2.5.4 se cumple para

toda yeD. Entonces se pueden definir dos funcionales P,l(x)en(“+‘)" y

(a1)*

P, (x)eD ' para cada vy, EI,...,EnsD mediante la ecuacién

<P,1(X), Y, Ell"'!En> <P'(X), Y1, El:---ngn> (2-5-133)

<P,2(X), Y El!'°-)gn> <Pl(x): Y2 EIJ---agn> (2-5-13b)

2.5.2 Definicifn

Cuando la derivada del operador P dado por la ec 2.4.1 existe en xeD, se di

ce que la derivada parcial en xeD del operador P con respecto al subespacio

oL

(n+1 ) "

Dy es P,y(x)eD En forma andloga se define la derivada parcial con

. (pt1) *
respecto al subespacio D, como P,,{x)eD .
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Es pertinente hacer algunas observaciones. Ya que P'(x) es lineal, las

ecs 2.5.13 implican que

P'(x) = P,1(x) + P,,(x) (2.5.14)

Por otra parte, dado y = y1 + y2 con yi1eD; ¥y yz2eDs y x, 51,...,EnaD, defina

s

It

<P(x + ty1), E1,--+,E > (2.5.15a)

Fi(t) "

<Plx + tyz), E1,...,E > (2.5.15b)

Fa(t)

Si la derivada de P existe en x, entonces

FI(0) = <P,y (x), ¥y ExseeesE > (2.5.16a)

n

<P,2(X), Ys 51,--.,6 > (2-5.16b)

F,(0) .

Para derivadas parciales se empleari la notacidn altermativa:

%;—1 (x) = P, {x) (2.5.17a)
g% (x) = P,(x) (2.5.17b)
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Ejemplo 13. Témense D y £ como en el ejemplo 11. En forma andloga como se
hizo en el ejemplo 9, definase D; como las funciones de D simétricas con res
pecto al punto medio del intervalo [O,I]y D, como las antisimétricas. En tal
caso, Dy, D constituyen una descomposicién de D. Ademds, para cada ueD se

tiene

M=

a(t) [u(t) Ful - t)i (2.5.18a)

b=

0y (0) = Hlul) - w1 - ©) (2.5.18b)

Las derivadas parciales 2,1 ¥ Q,. estan dadas por

<Q,1 (U), v>

1
'/0. (W ()v{r)dr + u_(0) [v'(l) - v'(O)] (2.5.19a)

<Q,2(u), v>

1
f (), (t)vitdr - ua(o) [v'(l) + v'(o)] (2.5.19b}
o

Ejemplo 14. Témense D y Q como en el ejemplo 12. Definase D; y Dz como las
funciones simétricas y antisimétricas de D. En tal caso las derivadas par

ciales Q2,1 ¥ Q2,2 estan dadas por
1
Qi (u), v =f(u')s(r)v(r)dr + u(0)v_(1) (2.5.20a)
0

1
<Q,z(u), v> = f(u')atr)v(T)dT + u(O)Va(1) (2.5.20b)
0

Para funcionales con n derivadas continuas, se puede establecer el desarrollo

de Taylor con residuo.
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Para funcionales con n derivadas continuas, se puede establecer el desarro

11lo de Taylor con residuo.

2.5.3 Teoremz
Supbdngase

£) & : D~ R!

if}) o tiene derivadas hasta de orden n + 1 en D. Ademis,

(n+1)

(naa) ™

el operador ¢ :D~=>D es bidimensionalmente continuo

en D.

Entonces, dados x,yeD existe un elemento & del segmento que une a x con vy

tal que

Oy) = 00 + <9 (x), y =0 +r gt x), y - xyeiy - s

(n ::_ 15{ <¢(n+l) (E); Y = Xyuua,y © X2 (2.5.21)

Demostracién. Definase la fimcién F : [0, 1] + R! para cada ts[b, 1] por la

ecuacion

F(t) = ¢(x + tly - x}) (2.5.22)

Esta funcién tiene derivada continua de orden n + 1. Luego, por el desarrollo

de Taylor con residuo

1

n!

F(1) = F(0) + F'(0) +...+ F(“)(o) + _(n_‘_)_ F("+')(A)

oY (2.5.23)
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para alguna Ae[b, 1]. Calculando las derivadas sucesivas se obtiene la

ec 2.5.21.
2.6 Operadones potenciales

Se introducird en esta seccidn la nocidén de operadores potenciales y se esta
blecerin condiciones necesarias y suficientes para que un operador sea poten

cial.
2.6.1 Definicifn

Sea un operador

N:D=~D* (2.6.1)
Se dice que N es potencial, si existe una funcional
¢ : D+ R =D (2.6.2)

tal que para cada xeD se ticne

£ (x) = N(x) (2.6.3)

2.6.2 Teorema

Supbngase

b
e

1. N:D—>D.

2. N tiene una diferencial %% {x) en cada xeD.

dN . qe
3. La funcional bilineal T (x) es bidimensionalmente continua en

cada xeD.
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Entonces, para que N sca um operador potencial en D, es necesario y suficien

te que para cada veD la funcional bilineal gg-(x) sea simétrica; es decir

(x), y, z» = <%§— (x}, z, y> (2.6.4)

N
dx

<

para cada y, zeD.

Demostracién. Para demostrar la necesidad, obs&rvese que si ¢ : D » R' es
la funcional cuya derivada es N en D, entonces dados x, y, zeD definase la

funcidn de dos variables reales £ y n por

f(&, n) = ¢(x + Ey + nz) (2.6.5)

Con esta definicidn se tiene

%E (E, n) = <N(x + Ey + nz), y> (2.6.6a)

-g% (£, n) = <N(x + Ey + nz), z> (2.6.6b)
Consecuentemente

g:;g (0, 0) = <3—§ (x), v, 2 (2.6.7a)

-3% (0, 0) = <g_’r: (x), z, y> (2.6.7b)
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Ya que %g-es bidimensionalmente continua en D, se tiene

2°f_ (0, 0) (2.6.8)

lo que implica 2.6.4.

A continuacidén se presenta la demostracidn de suficiencia. Definase una fun

cidn

G:DxD->R!
para cada x, yeD por la ecuacidn

1
G(x, y) =./.<N(x +tly - x)), vy - x> dt (2.6.9)
0

La integral evidentemente existe por ser el integrando diferenciable y conse

cuentemente continuo. Ademis, si x, y, zeb, entonces
G(x, y) + Gy, z) = G{x, z) (2.6.10)
Esto puede verse considerando las funciones de dos variables reales

<N{x + E(y - x) +nlz - vy), v - x> (2.6.11a)

FI(E: T])

F2(E, n) = <N(x + E(y - x) +nlz ~y), z - y> (2.6.11b)

Estas funciones estédn definidas en todo el planc £, n. Considérese en €l el

tridngulo formado por las rectas

(2.6.12a)

=
"
L2
[ ]
[ A
y
| A
-

E=1; 0<E <1 (2.6.12b)
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E=mn; 0 <E=nc<l (2.6.12¢)
Ademids, las ecuaciones

1

60, ¥) = [Fa(E, 0) df (2.6.13a)
0
1

Gly, z) = sz (0, n)dn (2.6.13b)
0

fll:Fl(t, £) + Fplt, t)] dt  (2.6.13¢)
0

i

G(x, z)

muestran que G(x, y), 6y, z) y G(x, z) son las integrales de linea a la lar

ga de los tres segmentos orientados de la fig 1. Pero la ec 2.6.4 implica

oF aF,
B &) == (&, n) (2.6.14)

en el triangulo y su interior. Consecuentemente, la integral es indepcndien

te de la trayectoria (fig 1). Por lo mismo, la ec 2.6.10 se cumple.

. |

(1;1)

Fig 1
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Sea xpeD fi1jo. Defina

$(x) = G(xg, x) (2.6.15)

para cada xeD. Entonces, dada yeD, definase

F(t) = ¢{x + ty) = G(xp, x + ty) (2.6.16)

la cual se puede escribir, en vista de 2.6.10 como

F(t) = G{xp, x) + G(x, x + ty) (2.6.17)
Luego
]
Frt) = T:id_t' [tj;<N(x + t1y), y>dT] (2.6.18)

si la derivada del miembro derecho existe. Pero ya que N es bidimensional

mente continuo, el integrando es diferenciable y
F'(0) = <N{x), y> {2.6.19)

Como esta relacidn es cierta para toda yeD.
dg -
5 (X)) = N{x) (2.6.20)

para toda xeD.
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3. FORMULACION GENERAL DE PRINCIPIOS VARIACIONALES

3.1 Consdideraciones generafes

Se estudiari el problema

N(x) = f (3.1.1)
donde N es un operador diferenciable, posiblemente no lineal

N : D~ D%

Aqui se conserva la notacidn introducida en el cap 2, por 1o que D es un es
pacic lineal, D* su espacio dual, xeD y feD*. Se considerard en D un subcon
~ o~

junto E. Se llamardn estados a los elementos de D, y a los elementos de E,

estados admisibles.

Fal)

Se supondrd sistemdticamente que E es un subespacio afin; es decir, que exis

te un subespacio lineal B=D y un elemento fijo weD tales que

E=w+E (3.1.2)

~

Fvidentemente, si w = 0 el subespacio lineal E coincide con E. Se tratard
exclusivamente el problema de encontrar soluciones de la ec 3.1.1 que sean

estados admisibles.

Si una funcional @: D + D* estd dada, para cada xeE y yeE la variacién de

2 en x, se define como una funcional lineal &8 (x)eE* dada para cada yeE por

S0 () - <0(), > (3.1.3)

A=0
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Es claro que

<8Q(x), y> = <@'(x), y> (3.1.4)

para toda yeE. La diferencia entre ©'(x) y 62(x) es que el dominio de la
primera es mas amplio (ya que es D) que el de la segunda (el cual es E).
Consecuentemente, el hecho de que §'(x) se anule implica que 6Q(x) también

se anula, pero no a la inversa.

En relacidn con la teoria que se va a desarrollar, el siguiente hecho resul

tard de utilidad.

3.1.1 Iema
Supbéngase
£ 2 (x) = N(x) - f (3.1.5)

A

LL) Para cada xeE

<N{x) - f, y> = 0 para toda yeE, implica

N(x) = f (3.1.6)

Fal

Entonces para cada xeE

Q'(x) = 0 si y solo si 80(x) =0 (3.1.7)

Demostracidn. Ya se ha visto que si ' se anula entonces R tambi&n. Fal

ta demostrar la implicacién inversa. Pero esto es obvio porque si 8Q(x) =

0,
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entonces, para toda yek:

<N(x) - f, y> = <@'({x), y> = <8Q(x), y> =0

En consecuencia

2'(x) = N(x) -Ff=0

Se entenderd por um principio variacional uma afimmacidn que establece que

1a ec 3.1.1 se satisface si y solo si la variacidn de cierta funcional se
anula. Por otra parte, un principio de miximo es el que establece que cierta
funcional alcanza su maximo en un punto si y solo si la ec 3.1.1 se satisface
ahi. La definicién de principio de minimo es aniloga. Por principios extre
males se entienden tanto los de médximo como los de minimo. E1 hecho bien
conocido de que en un maximo y en un minimo la derivada de uma fumcidén nece
sariamente se anula, implica en este contexto que todo principio extremal es
un principio variacional. Sin embargo, la afirmacién reciproca no es cierta
ya que la anulacién de la derivada de una funcién no implica la presencia de
un miximo o de un minimo. Por lo mismo, la clase de los principios extrema

les es una subclase propia de los principios variacionales.

Para problemas lineales basta que el operador que se considere sea positivo
o altcrnativamente negativo, para que el principio variacional correspondien
te sea cxtremal. En general, en el caso de problemas no lineales, basta que
1a funcional asociada al principio variacional sea convexa para que el prin

cipio correspondiente sea extremal.

Se verd que la construccién de principios variacionales es inmediata si el

operador es potencial, es decir si su derivada es simétrica. Para operado
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res lineales esta condicién es cquivalente a la de que el operador N sea simé
trico. Consecuentemente, para todo operador lineal simétrico es posible cons

truir principios variacionales.

Hay muchos operadores lineales simétricos que no son positivos ni negativos;
para ellos, el principio variacional correspondiente no es extremal. Sin em
bargo, en condiciones generales el espacio D puede descomponerse en dos sub
espacios, D; y Dz, con la propiedad de que el operador es positivo en D; y
negativo en D,. En tal caso, la condicién de que la derivada de la funcional

se anule equivale a que, simultineamente
a} 1la derivada parcial con respecto a D; se anule

b) 1a derivada parcial con respecto a D, se amule

Se probard que entre los elementos de D, que satisfacen a, la funcional alcan
za su miximo cuando se satisface b, y entre los elementos de D que satisfacen
b, la funcional alcanza su minimo cuando se satisface a. A esta clasc de prin
cipios duales se le llamard complementarios o reciprocos y puede fommularse

para operadores no lineales, introduciendo la nocidn de funcional silfa.

Hay una clase importante de principies duales que ha recibido una amplia aten
cidn en la literatura (refs 9 a 11), llamados principios de Hamilton generali
zados. La formulacidn aqui presentada,puede derivarse de los principlos an
teriores cuando la funcional tiene una forma especial. Finalmente, los prin
ciptos de Lagrange generalizados que también han sido discutidos ampliamente
(refs 9 a 11) pueden derivarse de los de Hamilton por medio de la transforma

da de Legendre.

Casi todos los principios variacionales conocidos para ecuaciones de la forma

3.1.1 son de alguno de estos tipos. Por tanto, la formulacidn presentada en
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este capitulo es de considerable generalidad.
Se supone que el operador N definido en esta seccidn posee derivada en D y

que la misma es continua.

3.7 Condiciones suficientes para prineiplios varfacionales

El teorema siguiente, que establece condiciones suficientes para la existen
cia de principios variacionales, es una consecuencia immediata del teorema

2.6.2.
3.2.1 Teorema

Supbngase que para cada xeD, la funcional bilineal gg—(x) es simétrica. En

tonces, x €D es solucién de 1la ec 3.1.1, si y solo si

5% ) =0 (3.2.1)
donde
Q(x) = P(x) - <f, x> (3.2.2)
para cada xeD. Aqui
¥ : b+ R? (3.2.3)

es tal que

g%—(x) = N(x) ; xeD (3.2.4%)
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Demostracidn. La existencia de la funcional ¢ estd garantizada por el teo

Tema 2.6.2, Con la definicidn 3.2.2 de Q, se tiene

L) =P (x) - F=N) - f (3.2.5)

para toda xeD. Consecuentemente, 3.1.1 se satisface si y solo s1 3.2.1 se

satisface.

S1 el operador N es lineal, el teorema anterior toma una forma especialmente

sencilla. En este caso escribase
N =L (3.2.6)
Aplicando la definicidn de la derivada a L lineal, se obtiene

dL
<E")'(" (x)r Y, z>

<Ly, z> (3.2.7)

Definase la funcional bilinealcz en D por la ecuacién

<'Z, Y, 2>

<Ly, z> (3 2 8)
para toda y, zeD. Se observa entonces que la ecuacién 3.2.7 implica

dL _

= &) =L (3.2.9)

para toda xcD., Es decir, la funcional bilineal %5 (x) es independiente de

x (una funcional bilineal constante).
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3.2.2 Definicién

Se dice que el operador

L:D~>D* {(3.2.10)
es simétrico si

<Ly, z> = <lz, y> (3.2.11)
para toda y, zeD.
3.2.3 Corolario
Supongase que

L : D~ D* (3.2.12)

es lineal y simétrico, y que feD*. Entonces x,eD satisface la ecuacidn

Lx = f (3.2.13)

si y solo si

R (x) = 0 (3.2.1%)
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Aqui

Q{x) = = <Lx, x> - <f, x> (3.2.15)

1

2

Demostracién. Es consecuencia del teorema 3.2.1. En efecto, escriba
i) = 5 <Lx, ® (3.2.16)

Entonces

df _ -
T (x) =Lx- f (3.2.17)

Ejemplo 1. Sea D el espacio de las funciones con segunda derivada continua

en [0, 1]. Defina L por
1
<Lu, v> "—'fou"('r)v('t)dl' +a(vi (1) - u{0)v' (0) (3.2.18)

para cada u, veD y sea feD*, definido por

<f, v> = f]fR(T)v('r)dT +u' (1) - upv' (0) (3.2.19)
0

donde u; y ug son dos nimeros reales y fR una funcién continua.

Integrando por partes la ec 3.2.18, es facil probar que L es simétrico. Con
secuentemente, el corolario 3,2.3 proporciona un principio variacional para

la ecuacitn

Lu = f (3.2.20)
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en que la funcional Q estd dada por

Qu) = - -;—'[:[u'('r)u'('r) . ZfR(T)u(T)]dT + [um - u1]u'(1)
- [u(o) - un]u'(O) (3.2.21)

También obsérvese que la ec 3.2.20 se satisface si y solo si <lu - f, v> se

anula para toda veD.

Pero

<Lu - £, v =j;][u“('r) - ‘FR(T)]V(T)dT + [u(1) - ul]v'(l) -

- [u(o) - un] v' (0) (3.2.22)

por tanto, la ec 3.2.20 se satisface si y solo si

u't = fo {3.2.23a)
u{0) = uy (3.2.23b)
u(1) = u (3.2.23c)

Fl sistema de ecs 3.2.23 puede pensarse como la ecuacién de Laplace en una

dimensidn, con valores en la frontera (problema de Dirichlet).

Habitualmente, el problema de interés se plantea en términos de ecuaciones
diferenciales y condiciones de frontera* (en el ejemplo seria el sistema

3.2.23). Para aplicar la teoria desarrollada aqui, es necesario asoclar con

* Para lograr mayor brevedad en el lenguaje se considerardn sistemédticamente
las condiciones iniciales como caso particular de condiciones de frontera.
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dicho sistema de ecuaciones un operador con valores en fumcionales para el

cual la ec 3.1.1 sea equivalente al sistema de ecuaciones diferenciales.

También conviene observar que si en la ec 3.1.1 el operador N no es poten
cial, en principio es posible aplicarle una transformacidn para obtener una
ecuacién equivalente. En el caso lineal considérese una transformacién 1i

neal

L s DY > D%

no singular. Aplicando esta transfommacién a la 3.2.20,se obtiene
Llu = If

que es equivalente por ser I no singular. Si IL es simétrico, el corola
rio 3.2.3 es aplicable a esta ecuacidn transformada. Esta forma de proce

der ha sido usada con &xito en problemas de condiciones iniciales (ref 5).

Ejemplo 2. Sea D el espacio de las funciones con primera derivada continua
en [0, 1] . Defina L por
]

<Lu, v> =f 0t (£)v (T)dT + ulo)v(0) (3.2.2k)
(0]

para cada u, veD y sea feD+, definida por

1

<F, v =’/;fR('r)v(‘r)dT + ugv(0) (3.2.25)

donde uy es un nimero real y fp una fumcidn continua. Es fécil ver que en

este caso la ec 3.2.20 es equivalente al problema de condiciones iniciales
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u' = f (3.2.26a)

u(0) = ug (3.2.26b)

Sin embargo, la relacién

1 1
fu'('r)v('r)d'r + u(0)v(0) = fv-(T)u(-f) + u(1)v (1) (3.2.27)
0 0

muestra que el operador L no es simétrico. Conviene, por lo mismo, definir

|5

una transformacidn del tipo I : D* + D*. Para esto, se define primero una

transformacidén ¢ : D » D dada para cada veD por la ecuacién

(ov) (t) = v(1 - t) (3.2.28)
La transformacién I : D* - D* se define shora para cada ceD* mediante la
ccuacidn

<Za, v> = <o, Ov> (3.2.29)

Consecuentemente

<zLu, v> = <Lu, ov>
]
=fu'(‘r)v(1 -t)dt + u(0)v(1)
O

=f]v' (t)ull - T)dt + v(0)u(l) (3.2.30)
QO

y IL es un operador simétrico. Por otra parte

<Ef, v> = .[]fR(T)v(I -~ T)dT + ugv(1) (3.2.31)
0
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Puede comprobarse ficilmente que el operador I es no singular y por lo mis
mo son aplicables las observaciones hechas anteriormente. E1 principio que
se deriva de esta discusién estd asociado 2 la funcional Q : D + R! dada pa
ra cada ueD por

Qlu) = = <ZLu, u> - <If, w>» (3.2.32)

1
Z

que es
1
o) =7 [ o0 - 26 ] w1 - Der + Luto) - 20]ul) (3.2.33)

En resumen, el problema de condiciones iniciales definido por las ecs 3.2.26
es equivalente a la condicién de que la derivada de la fumcional @ dada por

3.2.33 se anule.

3.3 Prnincipios extremales

Para discutir los principios extremales es conveniente introducir algunos
~

conceptos auxiliares. Se considerard aqui un subespacio afin E«D,como se

explicd al principio de este capitulo.

3.3.1 Dbefinicién

A

Se dice que x3eE es un miximo de @ s1

Q(xp) > 2(x) (3.3.1)

para toda xeD. En tal caso se dice que Q(x;) es el valor maximo de Q. En
caso de que en la ec 3.3,1, la igualdad funcione solo cuando x = xg, al maxi

mo se le llama absoluto.
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Un minimo y un minimo absoluto de una funcional, se definen en forma andloga
invirtiendo el signo en la desigualdad 3.3.1. Ademis, se dice que xo s un

punto extremo de R, si es un miximo o un minimo de Q.
3.3.2 Definicitn

Se 1lama prineipio de mdximo de la ec 3.1.1 a una afirmacién que establece que
una funcional alcanza un maximo éi y solo si la ec 3.1.1 se satisface. Anilo
gamente se define un prineipio de mindmo. La clase formada por los principios
de maximo y por los principios de minimo, constituye la de los praincipios extre

mafes.

El siguiente teorema aclara la relacidn entre los principios extremales y los

principios variacionales.

3.3.3 Tecrama
Sea la funcional
Q: D~ R! (3.3.2)
diferenciable. FPEntonces, si Q alcanza un valor extremo en x,£D, se tiene
6Q(xo) = 0 (3-3.3)

Demostracién. Para el caso en que x, es un mdximo, las desigualdades

L m Q(xe + ty) - Q(xp)
t+0 t

4
dx

(x0), ¥> = <0 (3.3.4a)
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y
& (), -y = 11 el t:) ~ ab) <0 (3.3.4b)

implican que
<& (x), y> = 0 (3.3.5)

para toda yeE, y consecuentemente la relacidn 3.3.3. Si x, es un minimo

la demostracién es similar.

3.4 Principios extremales para operadones Lineales

El teorema 3.2.1 permite construir un principio variacional para cada opera
dor potencial. Es interesante establecer bajo qué condiciones dichos prin
cipios son extremales. En el caso de opcradores lineales cs fécil estable

cer una condicidn suficiente para que esto suceda.
3.4.1 Teoreama
Bajo las hipdtesis del corolario 3.2.3, suponga ademis:
4) Para cada er
<Lx - f,y> = 0 para toda yeE, implica Lx = f
A{) L es no negativo en E

P

Entonces, la funcional @ dada por 3.2.15 alcanza un minimo en x,€E si y solo

S1 xp satisface 3.2.13

Demostracidn. Conviene introducir una notacién adecuada, Para X,» X_ED, es

cribase
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Ax = X, " X_

AQ = Q(x+) - Q(x_)
dQ

a;_:— Q’(x_l_)

[

" Q' (x_)

Pongase x_ = xp€E y x, cualquier otro elemento de E.

+

Entonces AxeE, ¥ consecuentemente

df

1
0 §_§-<LAx, Ax> = P(Ax) = AQ - <E§f , Ax>
para toda AxeE, donde
dQ
E-—- on f

en vista de 3.2.17.

Luego, si xp satisface 3.2.13, la relacidn 3.4.2 implica
Q(xo) f_Q(X+)

Y
para toda x,eE. Es decir, xq es un minimo.

(3.4.1a)

(3.4.1b)

(3.4.1¢)

(3.4.1d)

(3.4.3)

(3.4.4)
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Inversamente, Si xp €5 un minimo, entonces por el teorema 3.3.4 la variacidn
8Q(x,) se anula, lo quec implica que la derivada Q'(x,) también se anula por

el lema 3.1.1. Consecuentemente,se satisface 3.2.13.
3.4.2 Corolario

Si en el teorema 3.4.1 se supone que L es positivo en E, entonces i alcanza

un minimo absoluto en xg, si y solo si xo satisface 3.2.13.

Demostracidn., Porque las desigualdades 3.4.3 y 3.4.4 son en este caso estric

tas siempre que X, £ X_ = Xg.

3.4.3 Corolario

Cuando L es positivo, la solucidn de 3.2.13,si existe, es (inica.
Demostracign. PEn vista del corolario 3.4.2, es inmediata, ya que el mdximo

absoluto, si existe, es tmico.

Obsérvese que los teoremas y corolarios de esta seccién se conservan s1 en
todas partes positivo se intercambia con negativo y simulténeamente minimo

con médximo.

Ejemplo 3. Tomense D y L como en el ejemplo 1. Se observa que L no es posi
tivo en D. Por ello, conviene definir E como el subconjunto de D, cuyes ele
mentos u satisfacen las condiciones 3.2.23b y ¢. En este caso, cada uno de

los elementos veEcD satisface las condiciones homogéneas

v(0) = v(1) =0 (3.4.5)

Es facil observar que las hipStesis del teorema 3.4.1 (sustituyendo positivo

por negativo) se satisfacen. En efecto, para cada ueE y veE, se tiene
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1
<ty, - f,v> =J; [u"('r) - fR(T)] v(t)dt (3.5.6)

Luego, 1la hipdtesis { del teorema mencionado se satisface. Ademis, L es
negativo en E, porque si veE

]
<Lv, v> = - Jg vi{tiv'(t)dT (3.4.7)

Por lo mismo, el teorema 3.4.1 y los corolarios 3.4.2 y 3.4.3 son aplicables.
En resumen, se puede decir que si se toman las funciones admisibles de E
como las fimciones con segunda derivada continua que satisfacen las condicio

nes de frontera 3.2.23b y c, y para cada ucE, la funcional Q esti dada por

1

Q) = - j; [u' (T)u! (1) + ZfR(T)u(T)]dT (3.4.8)

M=

-~

Entonces, una funcidn uckE es solucidn del sistema 3.2.23 si y solo si u es

el miximo absoluto de Q. Ademas, tal solucién es {inica.
3.5 Funcionales eonvexas y concavas

Los resultados del subcap 3.4 pueden extenderse facilmente a operadores no
lineales. Para ello conviene introducir las nociones de funcionales cénca
vas y convexas. La propiedad que servirid de base para estas definiciones

es 1la relacidn 3.4.2.

3.5.1 Definicifn

~

Se dice que la funcional @ es convexa si para toda pareja x_, x_cE se tiene

ap - <A > 0 (3.5.1)
dx_ -
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Es estrictamente convexa si la igualdad solo funciona cuando x, = x_.

3.5.2 Definicifn

Q(x) es cbncava si -Q(x) es convexa. En forma andloga, estrictamente cdnca

va si -Q{x) es estrictamente convexa.

Intercambiando x_ con x_ es facil establecer definiciones alternativas de

funcionales convexas y codncavas.

3.5.3 Tecorema

S

La funcional { es convexa si y solo si para toda pareja x_,, x_cE,sc tiene

3

df
AR <E;: y Ax> < 0 (3.5.2)

Por otra parte, es cdncava si y solo si para toda pareja x,» x_€D, se tiene

di}
AQ <a~)—(: , Ax>>:_0 (3.5.3)}

Las propiedades estrictas se definen correspondiendo al caso en que las igual

dades de 3.5.2 y 3.5.3 solo funcionan cuando X, = X_e

3.6 Prineipios extremales para operadores no £ineafes

Utilizando las nociones anteriores, se establecen con facilidad los resulta

dos que a continuacidén se enuncian.
3.6.1 Teorama

Sea

N : D~ D* (3.6.1)
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un operador potencial y la funcional ¢ tal que

d
d—x'£= N (3.6.2)

Definase 1la fimcional Q por la ecuacidn

Q(x) = lx) - <f, x> (3.6.3)

Supéngase que (x) es convexa. Entonces xpeE satisface la ec 3.1.1, si y

solo si xg es un minimo de Q.

~

Demostracidn. Pongase x_ = xo ¥y sea x_ cualquier elemento de E. Por defi_

nicién @ satisface a la relacién 3.5.1.

Supdngase que xp es solucidn de la ec 3.7.1, entonces, en vista del teorema

3.2.3, la relacidén 3.5.1 implica

2(x,) > 2x_) = 2lxp) (3.6.4)

Como x_ es cualquier elemento de D, x, es un minimo de Q.

Tnversamente, si x¢ €5 un minimo de {2, el teorema 3.3.4 y el hecho de que

L= -1 (3.6.5)

implican 3.71.1.
3.6.2 Corolario

Si 2{x) es estrictamente convexa en el teorema anterior, entonces { alcanza

un minimo absoluto, 51 y solo si x, satisface la ec 3.1.1.
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Demostracion., Porque en 3.5.7 la desigualdad es estricta siempre que
X+#X__=Xn.

3.6.3 Corolario

8i @ es estrictamente convexa, la solucidn de la ec 3.1.7, si existe, es Gni

ca.
Demostracidn. Se sigue del corolaric 3.6.2, ya que el minimo absoluto, si
existe, es {mico.

Es importante hacer notar que la hipbtesis de convexidad de 9 puede ser sus
tituida por la convexidad de J. Fl resultado preciso estd contenido en el

lema siguiente.
3.6.4 Lema

La funcional @ definida por la ec 3.6.3 es convexa s1 y solo si ¢ Jo es,

Ademas, @ es estrictamente convexa sl y sole s1 ¢ lo es.

Demostracidon. Porque

A - Pt , x> = MY - Qb , Ax> (3.6.6)
9X _ 0 _
Es importante observar que todos los teoremas y corolarios de cste subcapitu

lo se conservan S1 en todas partes convexo se sustituye por cdncavo y minumo

por mdxime.
3.7 Condiciones Locafes para convexidad y concavidad

Para funcionales que poseen derivadas de orden superior, pueden establecerse

condiciones suficientes para la convexidad.



48

3.7.1 Teorama

Sea

Q: D+ R! (3.7.1)
Supdngase

£} © tiene segunda derivada en D

L4} El operador
Q' oz D> b2

es bidimensionalmente continuoc en D.

Entonces, una condicidn necesaria y suficiente para que @ sea convexa en D,
es que para toda xeD, 2'(x)eD®” sea positiva. Esta afirmacidn sigue siendo
vdlida si convexa se remplaza por esiiiciamente convexa y positiva por posdi
Liva definida.

Demostracion. Con la notacidn del cap 2 y usando el desarrollo de Taylor con

residuo (teorema 2.5.4), se tiene

df _ ]_ 11
AQ - <E§:" x> = = <Q (£), Ax, &> (3.7.2)

donde £ es un elemento del segmento que un¢ a Xx_ conx . El teorema es una

consecuencia inmediata de 3.7.2.

En vista de la definicién 3.5.2 de concavidad, es claro que en este teorema
convexidad se puede remplazar por concavidad si al mismo tiempo positivo se

remplaza por negativo.
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3.8 Pnincipios duales para operadonres Lineales

En esta seccidn se desarrolla una clase de principios variacionales duales
que tiene relacidn con la desarrollada por Noble y Sewell (ref 11). La aten
cidn se restringe a operadores lineales, dejandose para cl subcap 3.10 su

extensidn a operadores no lineales.

El corolario 3.2.3 proporciona un principio variacional para operadores 1i
neales y simétricos, Ademis, el teorema 3.4.71 establece que dicho principio
es extremal cuando L es positivo o alternativamente cuando L es negativo.

En el caso general L no es positivo ni negativo y los resultados del subcap
3.4 no son aplicables a €l. Sin embargo, los principios variacionales dua
les que se desarrollarin en esta seccién no adolecen de estas limitaciones

y son por ello de aplicabilidad mis general,

Sea 2 la Funcional del corolario 3.2.3, definida por la ec 3.2.15. Se supo

ne ademds que el subespacio afin Ecb de los estados admisibles es tal que la
hipétesis 44 del lema 3.1.1 se satisface. Entonces, bajo las hipdtesis del

corolario 3.2.3, x¢cE satisface la ec 3.2.13 s1 y solo si

59.()(0) =0 (3.81)

Por otra parte, supdngase que E; y E, son una descomposicién de E. En tal
caso, los subespacios lineales E;, E; tienen la propiedad de que para cada

yeE existen yieE; v ya2cE; (micos, tales que

yi + vz (3.8.2)

~
i

~

Entonces, para cada xekE:

8Qfk) = §12() + 822(x) (3.8.3)
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donde 8:2(x)eE* y §,0(x)eE* estan definidas por

<6§2(x), y1> (3.8.4)

<619(X) » Y>

<62§2(X), ‘P’ <69(X), Y2> (3-8-5)

valida para cada yeE que cumple la ec 3.8.2.

En vista de la relacidn 3.8.3, la ec 3.8.1 es equivalente al sistema de ecua

ciones

6,QKxo) =0 (3.8.6a)

629()(0) =0 (3.8.6b)

Se supondra, ademds, que L es no negativo en E; y no positivo en Ep; es de

cir, para toda y;€E;

¥iy1) %‘<LY1: y1> > 0 (3.8.7a)

y para toda y,EE;

¥ly2) = 3 <Lyz, y2) < 0 (3.8.7b)

Con esta notacidn pueden formularse los principios duales a que se ha hecho

referencia antes.
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3.8.1 Teorema

Supbngase que

a) L : D~ D* es lineal y simétrico

b} Los subespacios lineales E,, E, constituyen una descomposicién de
E, con la propiedad de que L es no negativo en E; y no positivo en

E,.

A

Defina dos subconjuntos A, B de E:

A= {xa Xy. F Xag | X satisface 3.8.6a} (3.8.8a)

1a

B = &, =%, +Xp | x, satisface 3.8.6b} (3.8.8b)

Entonces:

L) Para cada x JEA Y x B

Rix,) < R0x,) (3.8.9)

~

Ai) Si existe un elemento x g€E que es solucidén de la ec 3.8.1, se tie

ne:
a) el valor miaximo de la funcional Q se alcanza en xg
R} El valor minimo de la funcional £ se alcanza en Xg

v) El valor miximo de © en A y el valor minimo de Q en B coinciden,
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Demostracidn. Se introduce primero una notacién conveniente para facilitar

la demostracién de este teorema: Dados dos elementos cualesquiera

x, = (x1+ , x2+)sE Y x_ = (x;_, Xa_)eE
se define
Axy = X4 = X, (3.8.10a)
BAxa = X,p = Xy (3.8.10b)

AQ = Q(x1+ , x2+) - Q(xl_ s xz_) (3.8.10¢)
61.82 = 8§:1Q(x1- , x,_) (3.8.11a)
6,,0 = 6,801+ , x,.) (3.8.11b)

En vista de las relaciones 3.8.7 y de que Ax,€E; y Ax,eE,, se tiene
!IJ(AxI) - IIJ(A)(z) = AQ - <61_Q, Axy> - <62+Q » Axp> 1 0 (3.8.]2)

Dados x €Ay x, eB pdngase x_ = X, ¥ X, =x . Entonces, 3.8.12 implica 3.8.9,

Finalmente, si x, satisface 3.8.1, entonces XoEA B, por lo que 3.8.9 implica

2(x.) < Q(xo) < 2(x,) (3.8.13)

para toda x €Ay x €B. En vista de 3.8.13, la segunda parte del teorema es

ahora obvia.
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3.8.2 Corolario

Con las hipdtesis del teorema 3.8,1, supdngase ademds que L es positivo en

E, ¥ negativo en E;. Entonces

£) Para cada x_EAy x €B se tiene

Q(xa) < Q(xb) (3.8.14)

siempre que x_ # Xy -

L) Si la solucidn del sistema de ecs 3.8.6 existe, es (mica

Lid) Si el valor miximo de 2 en A y el valor minimo de @ en B se alcan
zan y ambos son iguales, entonces el maximo en A y el minimo en B

son la solucidn del sistema de ecs 3.8.6.

Demostracion. La afirmacién £ se sigue de la demostracidn del teorema toman

do en cuenta que en 3.8.712 la igualdad solo funciona cuando

Ax = Axy + Axp = 0 (3.8.15)

Para probar {{, obsérvese que si xy, ¥ X, son soluciones del sistema, enton

- |
ces xg, x €ANB. Supbngase x; # xo, en tal caso

Q(x;) < Q(xo)

Q(xo) < Q(X;)

en vista de 3.8.14. Estas desigualdades constituyen uma constradiccién.
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Finalmente, bajo las hipbtesis del inciso £{{, existen xaeA Y %, €8, tales

que

[y (xa) = Q(xb)

En vista del inciso { ya probado, esta ignaldad implica que

Consecuentemente x_eANB, y x_ es solucidn del sistema de ecs 3.8.6.
a Y %3

Ejemplo 4. El principio variacional que se formuld en el ejemplo 2 puede

N
extenderse a un principio dual. Tome E = E = D y E;, E; como los subespacios
de funciones simétricas y antisimétricas. Obsé&rvese que E;, E; constituyen

una descomposicién de E y que, ademds, si €Ei

[

<Ztu, u> = u(0)u(0) > O (3.8.16a)

Yy si ugks

<Itu, u> = -u{oju{0) < 0 (3.8.16b)
Por lo mismo, el teorema 3.8.1 es aplicable al operador IL y la funcional &
definidos por las ecs 3.2.30 y 3.2.33, respcctivamente. Se ha establecido

asi un principio dual para el sistema de ecuaciones diferenciales 3.2.26.

E1 interés del principio variacional de este ejemplo, se restringe por el
hecho de que el corolario 3.8.2 no es aplicable, ya que el operador IL no es
positivo en E; ni negativo en E;. A continuacidn se presenta un ejemplo que

carece de esta limitacidn.



Ejemplo 5. Considérense las ecuaciones

2
%% = "a"'l"j" = fR(xnt)
ax?

ul0,t) = ug, (t)

ull,e) = up,(y)
u{x,0) = ug(x)

validas en la regién 0<x<1, 0<t<l. las funciones f.,

del problema y estan definidas en el intervalo correspondiente.

Considérese el espacio D de funciones con segundas derivadas continuas en la

Teg1dn 0<x<1, 0<t<1 y supbngase que fR’ Ys,

para alguna ueD. Definase L : D - D* por la ecuacién

141 3 32
<Ly, v> = ff [B—U (x,t) - =& (x,t)] vix,1 - t)dxdt
o’ Lot ax?

7

1
4 ./;u(x,O)v(x,T)dx +f [u(O,t) g-)‘(i 0,1 - t)

o

u(1,t) %:'? (1,1 - t)]dt

y, consecuentemente, feD* por

1.1
<f,v> =./;'/; fR(x,t)v(x,l - t)dxdt

'l

0
- ug, (t) -3% (1,1 - t)]dt

1 1
up (x)v (x,1) dx +f [uBI(t) 2L (0,1 - t)

0
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(3.8.17a)

(3.8.17p)

(3.8.17¢)

(3.8.17d)

Up,»Up, YUuo SON datos

y Ug, ¥ Uo satisfacen la ec 3.8.17

(3.8.18)

(3.8.19)
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Entonces

Ly = f (3.8.20)

es equivalente al sistema 3.8.17.

Ya que L definido por la ec 3.8.18 es un operador simétrico, un principio va

riacional para el sistema 3.8.17, se puede definir mediante la funcional

1w 3w, 30 x
lu} = Zf[ax X +ou ot sz u] dx

9]
[u(x,O) - ZUD(X)] ulx,1)dx

| —

1

+{[u(0) mug, * g—:’c](O) - [u('l) - qu_] x .g_i_ (1)} (3.8.21)

Témese E como el subconjunto de D que satisface las ecs 3.8.17b y c¢. [Enton

ces, toda funcidén veE satisface las ecuaciones

(3.8.22a)

|
o

u(o,t) =

(3.8.22b)

|
o

ul{1,t) =

Sean £; y E, los subespacios de E, en que los elementos de E; son fimciones
simétricas, mientras que los de E; son antisimétricas. Entonces, para toda
vek,

| 2

f] [g—: (x,t)] dx dt
o]

2

j:[v(x,O)] dx > 0 (3.8.23a)

<Lv, v> =

O“‘b

1
2

+

| —



y para toda veE,

<Lv,v>
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- .;.. LI-/;] I:g% (x,t)]adx dt

- %j:[v(x,O)]z dx < 0

(3.8.23b)

Las relaciones 3.8.23 permiten observar que L es positivo definido en E; y

negativo definido en E,.

y el corolario 3.8.2

Consecuentemente, son aplicables el teorema 3.8.1

Se ha obtenido asi un principio variacional dual para

el problema de condiciones iniciales para la ecuacién del calor definido por

las ecuaciones 3.8.17.

Tomando las derivadas parciales de la funcional Q dada por la ec 3.8.21 se

observa que las ecuaciones duales son

Y que entre todas las funciones que

alcanza un maximo cuando se satisface el sistema 3.8.17.

ou

2] -

i [E:_g]s ) [fRL
(3.8.243a)
u{x,0) = ug(x)
E:_ﬂ ) [fRL \
) ' (3.8.24b)
u(x,0) = up(x) }

satisfacen la ec 3.8.24a, la fumcional Q

Inversamente, entre

las fimciones que satisfacen 3.8.24b, Q alcanza un minimo cuando se satisface
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el sistema 3.8.17.

3.9 Funcionales &i88a

Puede efectuarse con gran sencillez la generalizacitn de los resultados del
subcap 3.8 a operadores no lineales. Para ello basta observar que las pro
piedades demostradas en la seccidn anterior se derivaron de la desiguaidad
3.8.13. Consecuentemente, se introduciri el concepto de funcional silla

como a continuacidén se indica:

Sea

X : bR (3.9.1)

-

una funcional, E el conjunto de los estados admisibles y E;, E; una descom

posicién de E.
3.9.1 Definicién

Se dice que 1la funcional X es silla con convexidad en E; y concavidad en E,,

si para cualquier pareja de puntos x_, x_eE, se tiene

AX - <8;.X, Axy> = <6,3X, Axe> > 0 (3.9.2)

Si la desigualdad estricta funciona en 3.9.2 siempre que x_ # x_, se dice que

X es silla estricta.

Existe una estrecha relacién entre los conceptos de funcional silla y de fun

cionales convexas y concavas.
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3.9.2 Teorema

Una condicidn necesaria y suficiente para que la funcional X sea silla con
convexidad en E; y concavidad en E, es que para cada x:¢E,, fija, X sea con

vexa en E; y para cada x,eE,, fija, X sea cOncava en E,,

La afirmacifn anterior conserva su validez si los conceptos de s4{ffa, convexi
dad y concavidad se sustituyen por los de estrictamente si£La, convexidad
estnicta y concavidad estricta.

Demostracidn. Supbngase que X es silla. Entonces, si x, se mantiene fija,

empleando una notacién conveniente, la desigualdad 3.9.2 se reduce a

X(x1+ s Xau)d = X{xq_ , Xp2) = <81_X, Axy> >0 (3.9.3a)

Y, en forma andloga, si x; se mantiene fija

X(xH_ , x2+) = X(x14 » Xp-) = <8p,X, Axx> > 0 (3.9.3b)

Pero la desigualdad 3.9.3a es la definicibn de convexidad, mientras que la

3.9.3b es la definicidn alternativa de concavidad contenida en el tcorema 3.5.3

Por otra parte, supbngase que 3.9.3a se cumple siempre que se mantenga Xz-

fija y que 3.9.3b se cumple siempre que permanezca x,, fija. Entonces, de

+

la suma de ambas relaciones se obtiene 3.9.2.

Finalmente, es claro que los mismos argumentos pueden desarrollarse s1 la

igualdad se elimina de todas esas relaciones.



60

3.10 Prinelpios duafes

En esta parte del trabajo se generalizan los resultados del subcap 3.8 a ope
radores no lineales.

Con la notacién empleada en el subcap 3.8 y bajo la hipdtesis de que la fim

cional X posee derivadas que son bidimensionalmente continuas, se considera

el sistema de ecs 3.10.71:

81X {x1, x2) = 0 (3.10.1a)
82X({x1, x2) =0 (3.10.1b)
3.10.1 Tecrema
Sean A,B dos subconjuntos de E:
A= ox = (xy, 5 %,,) l x_ satisface 3.10.7a (3.10.2a)
B = x = (%35 5 X2p) | x, satisface 3.10.1b (3.10.2b)

Supéngase que la funcional X(x, , x,) es silla convexa con respecto a E; ¥y

concava con respecto a E,, entonces

£} Para cada x €Ay x €B, se tiene

X(x_) < X(x,) (3.10.3)
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-
4{] Si se supone ademids que existe xg = {X1g , Xpp)EE

que satisface el sistema 3.10.1, se tiene
o) El valor méximo en el conjunto A de la funcional X, se alcan
Zd €n Xy

B) El valor minimo en el conjunto B de la Ffuncional X se alcanza

€n Xy

y) El valor miximo de X en A y su valor minimo en B coinciden,

Demostracidn. Es la misma del teorema 3.8.1
3.10.2 Corolario

S1 en el teorema anterior se supone que ademds X es estrictamente silla, en

tonces

L} Para cada x €Ay x €B, se tiene

b

X(xa) < x{xb) (3.10.4)

siempre que x # X
44} S1 la solucidn del sistema de ecuaciones 3.10.1 existe, cs Qnica.

w44} S1 el valor miximo de X en A y el valor minumo de X en B se alcan
zan y ambos son 1guales, entonces el maximo cn A y el minimo en B

son la solucién del sistema de ecs 3.10.1.
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Demostracién. Es la misma que la del corolario 3.8.2.

3.11 Condiciones Locales para ser funcional silla

Las condiciones locales para convexidad y concavidad presentadas en el subcap
3.7 implican, en vista del teorema 3.9.2, las condiciones locales correspon

dientes para que una funcional sea silla. Por sencillez se tomard

E =D=0D; + D,
3.11.1 Teorama
Sea
X : D+ R! (3.11.1)
tal que
L) X es diferenciable

£{) El operador
X' : D~ D%*
es bidimensionalmente continuo en D.

Tntonces una condicidén necesaria y suficiente para que X sea silla convexa

Con respecto a Dy y cdncava con respecto a B,, es que para toda xeD, Efé—(x)eDZ*
sea no negativa y al mismo tiempo g-%—()1:)&:02* sea no positiva. Esta g;{nmg
<idn sigue siendo cierta si siffa gzzremplaza por estrictamente silla, no ne

gativa por positiva en D; y no positiva por negativa en D,.
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Demostracidon. En vista del teorema 3.9.2, es una consecuencia inmediata del

teorema 3.7.1 y de la observacidn al final del subcap 3.7.

3.12 Principios de Hamiftfon

En esta seccidn se derivan, a partir de los principios duales del subcap 3.10,
los principios de Ilamilton generalizados que han sintetizado Noble y Sewell

Y

{ref 11). Por sencillez se tomara nuevamente E = D = D; + D,.

Considérese un operador lineal

>

T:D~ D& (3.12.1)
Definase la funcional
Y : D~ R! (3.12.2)
para cada x = (x;, x,)&D por
A A
¥(x) = <Tx; , %2> = <T¥xz, x> (3.12.3)

Dada una funcional X, definase
X : D~ R! (3.12.4)
para cada x = {x;, x2)eD, por

X(x1, x2) = X(x;, x;) = ¥(x) (3.12.5)
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Los principios duales del subcap 3.10 son aplicables a la funcional X, y cuan
do se procede de esta manera se obtienen los principios de Hamilton generali
zados presentados por Neble y Sewell (ref 11). Los resultados correspondien

tes estan contenidos en los siguientes dos teoremas.
3.12,1 Teorema

Existe un operador lineal

T: D~ D% (3.12.6)
tal que
aX _ oX Lok
Xy (x) = XL (x) - T7x2 (3.12.7a)
BX_ 1 = 2 () -
T (x) = %y (x) - Tx; {3.12.7b)
Demostracion. Definase
T:D->D* (3.12.8)

para cada x = (x;, x2)eD y y = (y1, yz)eD por la ecuacidn

-~

<T{x), y> = <Tx1, Y2~ (3.12.9)

Evidentemente, T es lineal y su adjumto T* estd dado por

-

<T*x, y> = <Ty1, X2~ (3.12.10)



Iis facil probar que
av & .
a) ™ (x)eD™ es lineal en x
b} Para toda x,eD,
oy _
_a';T (xz) - 0
¢) Para toda y,eD, y toda xeD, se tiene

oY

d) Finalmente

Tx = Tx,

X
N
i

En vista de estos resultados, el teorema es evidente.

Obsérvese que

siempre que x,eD, y que

|
o

<Tx, Y1> =

65

(3.12,11)

(3.12.12)

(3.12.13a)

(3.12.13b)

(3.12.14)
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siempre que yieD,. Por lo mismo, el operador T puede pensarse COmoO un Opera

dor
T:Dy+D; (3.12.15a)

Similarmente

ale

™ : p, » nf (3.12.15b)

que es el punto de vista adoptado por Rall (ref 14).

£

Al aplicar los resultados del subcap 3.10 a la funcional X, es conveniente

tener presente la siguiente propiedad.
3.12.2 Teorema

La funcional X dada por 3.12.5 es silla con convexidad con respecto a D1 ¥
concavidad con respecto a D si y solo si X lo es. La validez de esta afir

macién se mantiene si en ella &.iffa se remplaza por estrnictamente sil8a.

Demostracién. Porque para cualquier x _ = (Xg4 » X2,), X_ = (x,_ » x,.)€D,
se tiene
¥ o¥ _
AY <ax1_ , Axqy> <ax2+ , Ax2> =0 (3.12.16)
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