RESUMEN

Iste articulo describe un método para trazar la
grafica de una ecuacién cibica, y el uso de aquella
para encontrar valores aproximados de las raices
reales de la ecuaciédn.

1. INTRODIICCION

Las ecuaciones ctbicas aparecen en una gran
cantidad de problemas de Ingenieria, como parte
del proceso resolutivo; en la mayoria de los casos
la solucién deseada es una raiz real, pero si ya se
conoce dicha raiz, se reduce el problema a la
obtencién de una ecuacién de sequndo grado.

El propoésito de este trabajo no es discutir la
teoria de las ecuaciones ctbicas, sino presentar un
método que asequre la obtencién de una raiz real.
[.a soluciéon se basa en un método original .para
trazar una curva de tercer grado {de las cuales la
cisoide, la estrofoide y otras son casos particula-
res) usando sélo escuadras. Como tinicamente un
punto de la curva resulta de interés, el problema
s «implifica grandemente; en algunos casos, como
se vera adelarte, ni siquiera es necesario dibujar
una grafica. Esto depende de la precisién buscada
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SYNOPSIS

This paper describes a method to draw the graph
of a cubic equation and the use of this graph in
finding approximate values of the real roots of the
equation.

v de las relaciones existentes entre los coeficientes
de la ecuacién.

Como el método presentado aqui es semigrafico,
deben reconocerse en é] los inconvenientes de este
tipo de procedimientos. Sin embargo, si en lugar
de usar la grafica precisa de la ecuacion, se usa
un croquis (sumamente sencillo de dibujar), se
tendra de inmediato un valor cercano al de la raiz,
lo cual simplifica la aplicacién de cualquiera de los
métodos clasicos de solucion (Newton, Horner y
otros).

2. METODO GENERAL SEMIGRAFICO

2.1 Transformacién de la ccuacion cubica gencral
La ecuacion ctbica general
r/)(x):x?‘+bx:+(fx+d20 (1)
puede. transformarse facilmente en
x,' - (3a + b)x,* + (3a° 4 2ab + ¢)x, +
+ (a*+ a*b +ac+d) =0 (2)
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haciendo

X =X, + a (3)

Los coeficientes de la ec 2 se recuerdan rapi-
damente observando que el término independiente
cs ofa), el coeficiente de x, es 0'(a) v el de x,°
cs 15 6" (a), donde las primas indican derivacion.

Las ecs 1 v 2 tienen la misma forma que

X0+ ax” 4+ yoltxs +y, B =20 (4)
Esta puede ser representada graficamente en un

sistema de ejes cartesianos x — y. si y* > 0. Con-
y. sty

secuentemente. la solucién de la ec | requiere de
la transformacién® (3) solamente en los casos en
que ¢ <0, en los que el parametro a se debera
escoger de manera que

(y.* = 3a*+ 2ab + ¢) >0 {(5)
lo cual se satisface para multiples valores de a:

por ejemplo
a = 1b] + |c| (6)

2.2 Método de solucion

El método general de solucién de la ecuacion
ctibica se reduce al trazo de la grafica de la ecua-
cion transformada (4) (fig 1), lo cual se efectiia
de la siguiente manera:

y
B(‘B“y') A("Cl, y,)
Pixy,yp) ——1
‘ Y =Yy
o - X
p—
x==p X=-0

FIGURA 1

a) Identifiquese el signo de c. Si ¢ < 0, esco-
jase a como un niimero entero que satisfaga
la ec 5. Si ¢ >> 0, se escogera desde luego

* En el subcapitulo 3.2 se presenta otro tipo de trans-
formacion mas sencilla.
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a = 0, D¢ acuerdo con el valor de a esco-
gido, calculense los coeficientes de la ec 4:

o=23a+b
Yot = 3a* + 2ab + ¢

a*+ a*b + ac+ d
l]l)J

1

b) En un sistema de ejes cartesianos dibujense
las lineas x = —«, x = —B y y = y.. El
valor de x, estard comprendido entre es-
tas dos abscisas, por lo que, si e =10, se
podra determinar, de acuerdo con la preci-
sién buscada, inmediatamente la raiz.

¢) Dibiijese una recta a través de los puntos
B(—2B.y) v O (00) donde gy, es una
ordenada cualquiera. Por A (— o, y) tra-
cese una perpendicular a OB, y marquese
el punto de interseccién de ambas lineas
P(x., y.), que es un punto de la ecuacion
transformada (4). Repitase el proceso hasta
que P caiga en la linea y = y,/ la abscisa de
este punto es x,. El uso de la ec 3 da final-
mente la raiz buscada. Normalmente bastan
menos de tres intentos para determinar Xx,.

2.3 Dcemostracion

En la tig 1. la pendiente de la linea AP es

_y—un
m ———

T x+ao (7)
y la de la linea BP perpendicular a AP es
1 _y—u (8)

m x 4+ u

Dividiendo miembro a miembro

m:(_itg>% (9)

X+«
La linea BP cruza el origen y tiene pendiente
1 ) " .
— =y como P(x,y) satisface la ecuacién de esta

linea, puede escribirse

it

X+ a
de donde, rearreglando los términos, se obtiene
finalmente:

x* 4+ ax’ + yix + By =0 (11)

que es la ecuacién transformada.



2.4 Ejemplos ilustrativos

a)

h)

Para la ecuacién
'+ 4xt 4+ 16x+ 64 =0
se cuenta con las igualdades

64
16

u=mdy="4p= = 4

y como o = [ = 4, inmediatamente se obtie-

ne x = —
Para la ecuacién
a4 3xt 4+ 16x—48 = 0

se dispone de

a=3 g:i‘} ﬁ:w%zmQ
A

= y
N

o ]

\\\
/
-/
/
X
a=3 O—————x———--{ B=—3>
FIGURA 2

Y de la fig 2 se obtiene x = 1.90

)

Para la ecuacién

x4+ 16x—80 =0

se tiene

a=0y=4 0 =—5

Y de la fig 3 se obtiene x =.3.1
Para la ecuacién |
xt—3x* — 16x + 48 =0

como ¢ < 0, se tendra

y* = f'(a) = 3a*— 6a—16

y=4

FIGURA 3

que es positivo si a = 4
y* = 3(16) —6(4) —16 =8; y=(8)%

y en consecuencia,

a=1F(a) =3a—3=3(4) -3
a=9

y? = fla)=4"—3(4*)—16(4) +
=0

+ 48 = 0;
Y, por consiguiente, x, = 0; x = x, + a

x =4
e) Para la ecuacion
x' 4+ 2x? —8x+32=0
como ¢ < 0, se tendra
y?=f'(a) =3a> + 42— 38
que es positiva si a = 2

yi=3 (4) +4(2) —8 =12
, y = 3.46

a=Y[f'(a) =3a+2=6+2;

By = f(a) = 8 + 2(4) — 8(2) + 32 =32

f= 32 = 2.66
12
Y de la fig 4 se obtiene x, = — 6.9
x= —69+2; x=—49

a=2=8
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FIGURA 4
J) Para resolver la ecuacién
x4 16 =0
como ¢ = 0, se tendra
y* =} (a) = 3a*— 8a
que es positiva si a = 3
y* =3(9) —8(3)=3 y=1.73
a = V4 a) = 3a—4;
a=9 4 a=>5
fy* = fla) =27 —4(9) +16=7
7
f = — =233
b 3
Y de la fig 5 se oBtiene x, = — 4.68
x =-—468 +3; x=-—1.68
i
y
y={.73
\
0
B=2.33
FIGURA 5

2.5 Observaciones

Las siguientes observaciones se refieren a la
ec 4 con y* > 0.

a) La grafica de la ecuacidén es simétrica res-
pecto al eje x, cruza el punto(— a,0) vy
es asintdtica al eje y = — 3

b) Si u = —f, la ecuacién representa una es-
trofoide que cruza el origen (fig 2).

y = +x<a—~x )}2/

o+ X

¢) a=0, B#0, la ecuacién representa una
cisoide que cruza el origen {fig 3).

) x,’i
y* =

B—x

d) Si ay p tienen el mismo signo, resulta una
curva sin nombre con un punto de inflexian
entre a v {3, tangente al eje y = — . en ¢l
punto ( — ., 0) (figs 4 v 6).

FIGURA 6

e) El valor absoluto de una raiz real estd com-
prendido entre « y f. Si a y {} tienen signos
contrarios, la raiz estd comprendida entre

Ovy§B.

3. APLICACION AL METODO ANALITICO
DE NEWTON

3.1 Criterio para scleccionar un valor apreximado
de la raiz

Las observaciones anotadas en el subcapitulo
2.5 permiten simplificar la aplicacién dei método
de Newton en la resolucion de las ecuaciones
ctbicas.

Es sumamente sencillo trazar un croquis de la
grafica de la ecuacién citbica (4), teniendo en
cuenta que la grafica

a) Es asintética al eje —f
b) Cruza el punto de coordenadas (— a, 0)

¢) Cruza el origen, si « y [} tienen signos con-
trarios.



La posicién de la linea Y, = cte, indica el
valor aproximado de x, a escoger (figs 2 a 6).

3.2 Solucion

La solucién de la ecuacion general (1) se obtie-

ne directamente sin recurrir ‘a ninguna transfor~

macién en los casos en que ¢ > 0.
En los casos en que ¢ < 0, y los coeficientes
b v d tengan el mismo signo, la relacién

x = (12)

Xo
transforma muy facilmente la ecuacién original
cuando el coeficiente de la variable sea positivo.
Por ejemplo, la ecuacién :

X' —bx*—cx—d=0 (13)

s¢ transforma en

, ¢ b 1 ,
x5+ —xt 4 —=x,——=0 14
X T T (14)

y la ecuaciéon
X +bxt+d=0 (15)

se transforma en

PRSI I
: x=-B
FIGURA 7

x=-0.5 ; ) 0

FIGURA 8

En los casos en que ¢ < 0y los coeficientes
b y d tengan signos contrarios, habra que usar
la ecuacion transformada (4).

El método de resolucién de la ecuacién con
coeficiente del término a la primera potencia ma-
yor que cero, consistird simplemente en los si-
guientes pasos: )

a) Determinese el valor aproximado de x,. se-
gun lo explicado en el subcapitulo 3.1

b) Apliquese el método de Newton o cualquier
otro de los comiinmente usados para el pro-
posito.

3.3 Ejemplos:

a) Para la ecuacién
x4+ x4+ 64x +32=0
se presentan

— 1, y==8 f 2 _ s
TP AN
a=ly==80=z

la—f|=1—05— 05

como y » \oc——’B |, x=—05

(Ver fig 7)

Aplicando el método de Newton,

F(—0.5) = —0.125 + 0.25 —32 + 32 =
= +0.125 -

FF=3x"+2x+ 64

F(—05) = 3(0.25) —2(0.5) + 64 =
= + 63.75

(Ver fig 8)



b)

i
i ,
l ,
Yy
x=-233 -
i -
‘(613
N4
] y=t FIGURA 10
g F(—186) =10.054 149+ 1 = + 264
FIGURA 9 o
x=_ 186+ 2% _ 767
Consecuentemente, 26.4
= 05 0.125 f(—1.767) = — 550 — 12.5 —1.767 +
' 63.75 + 20 = =+ 0.233
x = —0.5--0.00196; x = — 0.500196 F(—1767) =94 + 142 + 1 = + 246
Para la ecuacién : 2
0.233
4 4. _ x = — 1767 — = 1.776
x 43P 4+ x4+ 20=0 3416
se tiene
c¢) Para la ecuacion
a=-—4 y==+1, =20

B =24 ye«|u—~p]| x* + 05— 10x + 20 =0

X == —1 x:L

(Ver fig 9) o

fl—1) = —1—4—14+20=+ 16 i

[l=3x"—8x+1

Fl—1) =434+8+1=+12 g

x~—~1~—%—§—:—2.33

F(-—233) = —128-—218--233 +
+ 20 = —16.93

f'{—233) = + 1624+ 187 +1 = + 359

(Ver fig 10)

x=-—233+ 1365993 =05

x =-—1.86 , \ . .

f(—1.86) = —6.60 —14.0 — 1.86 + - | -0 - -
+ 20 = — 246 FIGURA 11



